Espaces vectoriels bornologiques K-convexes  by Akkar, Mohammed
MATHEMATICS
ESPACES VECTORIELS BORNOLOGIQUES K-CONVEXES
PAR
MOHAMMED AKKAR
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of December 20, 1969)
Introduction
Les espaces consideres dans ce travail sont des espaces vectoriels sur
un corps K muni d'une valuation non arohimedienne non triviale.
Les espaces vectoriels normes sur K ont ete etudies par plusieurs auteurs
(1. S. COHEN [4], 1. FLEISCHER [5], A. W. INGLETON [7] et surtout A. F.
MONNA [8]).
La theorie a ete etendue aux espaces localement K-convexes introduits
d'abord par MONNA et etudies par la suite par J. VAN TIEL [10].
Dans ce qui suit, nous etudions les espaces vectoriels bornologiques
sur K. La notion importante de cette etude n'est plus celle de voisinage
de 0 K-convexe comme en topologie, mais celle de partie bornee K-
convexe. Notre etude montre que les notions d'espace localement K-
convexe et d'espace bornologique K-convexe sont duales l'une de I'autre
et qu'au fond la notion de base la plus importante est celle d'espace
norme non archimedien introduite par Monna.
Le present travail se decompose de la facon suivante:
Nous eommencons dans (I) par donner quelques definitions et des
exemples utiles pour les chapitres suivants, ainsi que des proprietes
elementaires.
Dans une seconde partie (II) nous etablissons un theoreme d'isomor-
phisme pour les espaces vectoriels bornologiques K-convexes de dimension
finie.
Dans (III) nous demontrons un theorems fondamental qui permet
d'obtenir tout espace vectoriel bornologique K-convexe sur un corps K
comme limite inductive d'espaces semi-normes non archimediens au sens
de Monna. Puis apres avoir defini la notion de partie Tb-fermee et celle
de partie K-convexe completante, nous abordons l'etude des espaces
bornologiques K-convexes complets et donnons des proprietes de per-
manence.
Dans (IV) nous montrons le lien qui existe entre les deux notions
d'espace bornologique K-convexe et celle d'espace localement K-convexe
en insistant sur la dualite qui les caraoterise.
Enfin dans (V) et (VI) nons donnons des exemples d'espaces localement
K-convexes et d'espaces bornologiques K-convexes au cette dualite est
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tres manifeste. Dans cette partie nous retrouvons une caracterisation des
espaces localement K-convexes bornologiques.
Je tiens a remercier Monsieur A. F. Monna pour ses nombreuses remar-
ques et suggestions qui m'ont permis dameliorer ce travail.
1. Espaces vectoriels bornologiques K-convexes
Nous supposons connues toutes les notions sur les ensembles et espaces
bornologiques (on pourra consulter [2] et [11] pour tout ce qui concerne
les bornologies).
Le corps de base K, muni de la valuation ex -+ lexl possede une bornologie
naturelle definie par la famille des boules B(exo, r)= {ex E KI lex -exol < r} ou
«e E K et r un nombre reel positif.
Definition 1.1. Une bornologie [!J d'ensemble sur un espace vectoriel
E sur K est dite vectorielle ou compatible avec la structure d' eepace vectoriel
si les applications
et
(A, x) -+ AX de KxE dans E
(x, y) -+ x+y de Ex E dans E
sont bornees lorsqu'on munit K de sa bornologie naturelle et K x E et Ex E
des bornologies d' ensemble produit evidentes OU les parties bornees sont eelles
contenues dans un produit de parties bornees.
Exemple 1: Soit E un espace vectoriel topologique sur K. Les parties
bornees de E au sens topologique, c'est-a-dire qui sont absorbees par tout
voisinage de 0 dans E forment une bornologie vectorielle sur E.
Definition 1. 2. Dans un espace vectoriel E sur K on dit qu'un en-
semble 8 est K-convexe si x, y E 8 et A, /h E K tels que 1.1.1 <; 1, 1/h\ < 1 entrainent
AX+/hY E 8.
Puisque toute intersection de parties K-convexes est K-convexe, si 8
est une partie quelconque de E, on designera par 0(8) l'enveloppe K-
convexe de 8, c'est-a-dire Ie plus petit ensemble K-convexe contenant 8.
Defi nit ion 1. 3 . Une bornologie vectorielle [!J sur un espace vectoriel
E sur K est de type K -convexe ou E est un espace vectoriel bornologique
K-convexe si pour toute partie BE [!J, l'enveloppe K-convexe C(B) E [!J, c'est-
a-dire une partie bornee.
Ainsi tout espace vectoriel bornologique K-convexe admet un systeme
fondamental de parties bornees forme d'ensembles K-convexes.
Exemple 2: Soit E un espace localement K-convexe au sens de
Monna-Van Tiel; soit [!J la famille des parties bornees de E.Alors [!J definit
sur E une bornologie de type K -convexe dont un systeme fondamental
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de parties bornees est forme d'ensembles formes K-convexes (theoreme 2.7.
de [10]).
Cette bornologie sera dite "la bornologie K-convexe canonique" de E.
Exemple 3: Soit E un espace vectoriel norme non archimedien sur
K (au sens de Monna). II est clair que l'ensemble des boules de E definit
une bornologie K-convexe sur E.
Considerons maintenant un systeme inductif (Et , nji) d'espaces normes
non arohimediens sur K, les nji etant des applications bornees de Et dans
Ej • Chaque E; etant considere comme un espace vectoriel bornologique
K-convexe, comme on vient de Ie voir, a l'aide de la bornologie definie
par les boules, soit E = lim (Ei, nji) l'espace bornologique K-convexe limite
inductive des Ei (on opere de la meme facon que dans [2] (2,2,3)). On
obtient ainsi un precede de construction d'espaces bornologiques K-
convexes a partir d'espaces normes non archimediens sur K.
Un cas tres simple est celui d'un espace vectoriel sur K qui est la
reunion d'une famille filtrante de sous-espaces vectoriels (Ei)iEI' chacun
d'entre eux etant norme a l'aide d'une norme non archimedienne Pt. Alors
sur E on peut considerer Ia bornologie K-convexe definie comme limite
inductive du systeme (E i , nji)iEI au pour i <j, nji designe l'injection
canonique de Ei dans Ej . Tout cela suppose bien sur que ces injections
canoniques sont bornees (ce qui est verifie en particulier si la bornologie
de E i est celIe induite par la bornologie de E j quand Ei C Ej). On verra,
que tout espace bornologique K-convexe peut etre obtenu de cette facon,
II. Bornologies uectorielles K -convexes sur un eepace de dimension finie
On se propose de montrer que sur un espace vectoriel E de dimension
finie sur un corps value complet non archimedien K, il n'existe qu'une
seule bornologie vectorielle separee (voir aussi [2]).
Proposition 2.1. Tout espace vectoriel bornologique K-convexe separe
E de dimension 1 est isomorphe a K.
Demonstration: En effet, soit E=Kx avec x"bO. L'application
canonique
cp:E-+K
definie par cp(AX) =A est une forme lineaire bijective dont l'application
inverse cp-l est bornee, En effet, l'application cp-l fait correspondre a tout
AE K I'element AX. Comme la partie reduite a {x} est une partie bornee,
il s'ensuit que, {AxIA E a un borne de K} est encore un borne. II reste done
a montrer que cp est borneo. Soit B un borne K-convexe de E, alors cp(B)
est K-convexe dans K. Si cp(B) n'est pas un borne de K, cela entrainerait
que cp(B) = K tout entier: en effet, supposons que cp(B) est non borne
dans K; V X E K, Ny E cp(B): Iyl> Ixl puisque cp(B) est non borne. Mais
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alors x = (y-l. X)· Y avec Y E q;(B) et ly-1xl < 1, done x E q;(B) puisque celui-
ci est K-convexe. Done q;(B) est un borne de K.
Rappelons qu'une partie F d'un espace vectoriel bornologique est dite
b-fermee (bornologiquement fermee) si les conditions X n E F et X n~ x
(convergence au sens de Mackey) entrainent x E F (voir [2]).
Corollaire 2.2. Pour qu'une forme lineaire u. sur un espace vectoriel
bornoloqique K -convexe soit bornee, il [au: et il sutfit que son noyau soit
b-ierme dans E.
Demonstration: La condition est evidemment necessaire, Pour voir
qu'elle est suffisante, soit F = ker u, b-ferme par hypothese. L'espace
vectoriel bornologique quotient Elp est K-convexe et separe, de dimen-
sion 1. Done E Ipest isomorphe bornologiquement au corps K: soit rp
cet isomorphisme. On a done E ... "-->. Elp -~ K avec u=rp 0 c ou c est l'appli-
cation canonique de E dans EIr.
'I'h e or e m e 2.3.
K value complet de
l'espace s».
Tout espace vectoriel bornoloqique separe sur un. corps
dimension finie n, est isomorphe bornoloqiquemeni a
Demonstration: On fait un raisonnement par recurrence et on
utilise le corollaire 2.2. (voir [2]).
III. Parties K-convexes compleiamies. 'I'heoreme fondamental
1. D'apres le theoreme (2.9) de VAN TIEL [10], on peut enoncer la:
Proposition 3.1. Soit S ume partie K-convexe absorbante d'un espace
vectoriel E sur K et ps la jauge de S, c'est-a-dire l'application de E dans
R definie par:
ps(x) = inf {lAllA E K et x E AS}.
Alors on a:
1°) ps est une semi-norme non archimedienne sur E et
{x E Elps(x) < 1}esc {x E Elps(X) <:1}
2°) Si la valuation de K est discrete, on a
S={xEElps(x)<:l}
2. Soit E un espace vectoriel sur K et S une partie K-convexe de E.
Alors, on a Ie :
L em m e 3. 2 . L'espace vectoriel E s enqendre par la partie S dans E
coincide avec U AS et est normable.
AEK
Demonstration: En effet, si E 1 est un sous-espace vectoriel con-
tenant S, il est clair que U AS c e; Done il suffit de montrer que
AEK
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U ;"S est un sous-espace vectoriel de E. Le fait que les relations
,lEE
x E U ;"S et <X E K entrainent /xx E U ;"S est evident.
,lEE ,lEE
Soient x et y dans U ;"S, c'est-a-dire qu'il existe /X et (3 dans K tels
,lEE
que x E <XS et y E (3S. D'ou x + y E /XS +(3S. Soit y E K tel que I<XI < Iyl et
1(31 < Iyl (on utilise le fait que la valuation est non triviale); on a done
Iy-l/X! < 1 et ly-l(31 < 1. Puisque S est K-convexe, alors /XS +(3S C yS; par
suite x+y E yS et dono x+y E U ;.,S.
"EE
Dans l'espace Es = U ;.,S engendre par la partie K-convexe S, celle-ci
"EE
est absorbante. Par consequent, la jauge ps definit sur E s une semi-
norme non archimedienne.
Definition 3.1. On dit qu'une partie S K-convexe est normante (ou
separante) lorsque E s est un espace norme. S sera dite com/pletasue si E s
est un espace de Banach.
Proposition 3.3. L'ensemble des parties K-convexes d'un espace vec-
toriel est un treillis pour l'inclusion et les deux operations
A/\B=AnB
et
A V B=C(A U B) (enveloppe K-convexe de la reunion).
'I'h eor e m e fondamental 3.4. Si K est un corps value non archi-
medien, tout espace vectoriel bornologique K-convexe E est limite inductive
bornologique des espaces semi-normes non archimediens E B, lorsque B decrit
un systeme fondamental de parties bornees de E, forme diensemblee K-
convexes.
Si E est separe, c'est la limite inductive des espaces normes non archi-
medien« E B •
Demonstration: En effet E etant K-convexe, il existe un systeme
fondamental de parties bornees B K -convexes. A chaque partie B K-
convexe, on associe l'espace E B engendre par B et semi-norme par la
jauge Ps de B. La famille des parties bornees K-convexes etant ordonnee
par inclusion, pour B C B' soit nB'B l'injection canonique: E B --0>- EB'. C'est
une application borneo. De plus, E est reunion filtrante des espaces E B •
Ainsi dono E est Ia limite inductive bornologique du systeme (EB , nB'B)
ou B deorit un systeme fondamental de parties bornees forme d'ensembles
K-convexes.
3. Soit E un espace bornologique K -convexe, Soit r/J la famille des
semi-normes PB qui sont les jauges des parties B deorivant un systeme
fondamental de parties bornees forme d'ensembles K-convexes.
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Definition 3.2. On dira qu'une partie A de E est Tb-termee si pour
tout x E E et x 1= A, il existe une partie bornee B K -convexe verifiant
1°) ACEBetxEEB
2°) PB(Y) <.1 pour tout yEA
3°) PB(X) > 1.
Exemple: l'ensemble {x E ElpB(x) <;;;E} (s> 0 assez petit) est Tb-ferme.
Proposi tion 3.5. Dans un espace vectoriel bornologique K-con-
vexe E
1. Une intersection quelconque de parties Tb-fermees est Tb-fermee.
2. Une partie Tb-fermee est necessairemeni K-convexe.
3. Si l'espace E verifie la propriete de concordance suivante: "si Xn est
une suite d'un espace E B, qui converge dans un espace E B', alors Xn
converge dans l'espace E B" alors toute partie Tb-fermee est b-jermee.
Demonstration: 1. II est clair qu'une intersection quelconque de
parties Tb-fermees est Tb-fermee.
2. Soit A une partie de E, Tb-fermee. S'il existe x et Y dans A tels que
AX + flY n'appartienne pas it A, pour des scalaires A et fl dans K tels que
IAI < 1 et Lui < 1, alors on sait par definition, qu'il existerait une partie B,
K-convexe telle que A C EB, PB(Z)<.1 pour tout Z E A et PB(}'X + flY) > 1.
D'ou:
1<PB(AX + flY) <. max [pB(X), PB(Y)] <.1
ce qui est absurde. Done A est K-convexe.
3. Supposons enfin que E verifie la propriete de concordance enoncee
et soit A une partie de E, n-fermee. Si (xn)n est une suite d'elements
de A qui converge bornologiquement vers x n'appartenant pas it A, il
existe une partie bornee B telle que x et A soient dans E B et PB(X) > 1,
alors que PB(Y) <.1 pour tout Y dans A. Mais Xn~ x entraine qu'il existe
un borne B' tel que PB'(Xn-X) converge vers O. Done pB(Xn-X) converge
vers O. Ceci est contradictoire avec le fait que PB(Xn ) <;;; 1 pour tout n et
PB(X) > 1.
Definition 3.3. Un espace vectoriel bornologique K-convexe est dit
complet s'il est separe et s'il possede un systeme fondamental de bornes formes
de parties K-convexes completantes, c'est-a-dire si E est limite inductive
bornologique d' espaces de Banach n.a.
'I'h eor e rn e 3.6. Soit K est un corps value n.a. complet, et E un espace
vectoriel sur K muni d'une bornoloqie f!Ij K-convexe separee. Alors il existe
une bornologie f!Ij' plus fine que f!Ij qui tait de E un espace vectoriel bornologique
K-convexe complet.
Demonstration: En effet, soit f!Ij' la famille des parties de E con-
tenues dans un borne K-convexe completant, Alors f!J' definit une bor-
nologie K-convexe. Pour s'en assurer, il suffit juste de demontrer que f!J'
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forme un recouvrement de E . En effet soit F une partie finie de E , alors
l'en veloppe K- convexe O(F) de Fest oompletante car E c(p) =Ep et E p
est un espace vectoriel de dimension finie sur K , done isomorphe a K»
d'apres Ie theoreme (2.3) , done complet.
Done f!4' fai t de E un espace bornologique K-convexe, complet et il
est evident que f!4' est plus fine que f!4 .
Proposition 3.7 . (Proprietes de permanence)
Si E est un espace vectoriel bornologique K -convexe complet et H un sous-
espace vectoriel b-jerme, alors H et E /H soni des espaces bornologiques K-
convexes complete.
Un produit, une somme directe, une limite projective d'espaces K-con vexes
complete est encore complet.
Une limite inductive d'espaces K-convexes complete est complete si elle
est separee.
Les demonstrations sont classiques.
Exemple: Soit E un espace localement K-convexe au sens de Monna-
Van Tiel qui soit quasi-complet, c' est -a-dire t el qu e toute partie bornee
et fermee est complete.
Alors, si on munit E de la bornologie K- COllvexe canonique associee a
sa topologie, E devient un esp ace bornologique K -eonvexe complet car
il possede un systeme fondamental de parti es ferrn ees et bornees, don o
complet antes,
De meme si E est semi-complet, c' est-a-dire tel que toute suite de
Cauchy soit convergentc, muni de la bornologie canonique, il devient un
espace bornologique K-convexe complet et si B est un born e semi-complet ,
c'es t un borne eompletant .
IV. Foncteurs T et B
1. Definition
Nous designerons par ELKC la categorie des espaces localement K-con-
vexes (au sene de M onna-Van Tiel) sur un corps K value n.a.; l'ensemble
des morphismes de cette caieqorie, qui sont les applicaiion« lineaires continues
sera note HomELKC (E , F) .
EBKC designera la cateqorie des espaces vectoriels bornologiques K -con-
'vexes dont l'ensemble des morphiemes qui soni les applications lineaires
bornees sera note HomEBKC (E , F).
2. Foncteur B
A tout espace localcm cnt K-convexe E , associons l'e space vectoriel
sous -jacent, muni de la st r uct ur e bornologique definie par les bornes de E
(bornologie canonique de l' exemple 2 de I) , c'est-a-dire les parties de E
ab sorbees par tout voisinage de O. On obtient ainsi un espace vectoriel
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bornologique K-convexe qu'on notera BE. II est evident que toute appli-
cation lineaire continue entre deux espaces localement K-convexes est
borneo. Dono on a en general:
HomELKC(E, F) C HomEBKc(BE, BF)
3. Foncteur T
Soit E un espace vectoriel bornologique K-convexe. Sur E, considerons
la topologie .r dont un systeme fondamental de voisinages de 0 est forme
par les parties de E contenant une partie K-convexe bornivore, c'est-a-dire
absorbant les parties bornees de E. L'espace localement K-convexe obtenu
sera note TE. La topologie o" est l'unique topologie localement K-convexe
qui est la plus fine de celles rendant bornes, au sens topologique, les bornes
de E. Si E et F sont deux espaces bornologiques K-convexes, on a
l'inclusion:
HomEBKC(E, F) C HomELKC(TE, TF)
'I'heor erne 4.1. Si E est un espace bornologique K-convexe complet,
alors TE est un espace localement K-convexe K-tonnele.
Avant de demontrer ce theoreme, nous allons d'abord introduire cer-
taines notions.
Definition 4.1. Dans un espace bornologique K-convexe E on appelle
K-tonneau bornologique (en abrege b-K-tonneatl) tout ensemble K-convexe,
absorbant et b-ierme dans E.
Exemple: Soit E un espace localement K-convexe et T un K-
tonneau (voir definition 3.4. de [10]). Alors 'I' est un b-K-tonneau pour la
bornologie canonique de E (la reciproque etant en general fausse).
Lemme 4.1. Dans un espace bornologique K-convexe separe E, tout
b-K-tonneau T absorbe tout borne B K-convexe compleuxn»,
Demonstration du lemme: Si Best une partie K-con'vexe com-
pletante, alors E B est un espace de Banach n.a. Soit T' = Tn E B • C'est
une partie K-convexe de E B fermee et absorbante. Comme E B est K-
tonnele puisque Van Tiel demontre que tout espace (~) est K-tonnele
(voir [10]), alors T' est un voisinage de 0 dans EB , c'est-a-dire qu'il existe
.1.*0 dans K tel que T':) AB, autrement dit T absorbe B.
Demonstration du t h eo r eme 4.1.: Si B est un K-tonneau de
TE, c'est-a-dire un ensemble K-convexe, absorbant et ferme dans TE,
alors B est un b-K-tonneau car la convergence bornologique dans E
entraine la convergence topologique dans TE. Or d'apres Ie lemme pre-
cedent, un b-K-tonneau absorbe tout borne K-convexe completant ;
comme E est complet, Best alors bornivore. Done c'est un voisinage
de 0 pour TE, par definition de la topologie de TE, qui est par consequent
K-tonneIe.
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4. Relations entre]B et T
II est clair, qu'etant donne un espace localement K-convexe E, la
topologie K-convexe TBE est plus fine que celle de E, autrement dit,
l'application identique IE: T BE --+ E est une application lineaire continue.
De la meme faeon, si E est un espace bornologique K-convexe, la
bornologie de l'espace K-convexe BTE est moins fine que celle de E,
autrement dit l'application identique de E dans BTE est bornee :
IE: E --+ BTE






Enfin si E est un espace bornologique K-convexeet Fun espace locale-
ment K-convexe, alors:
HomEBKC(E, BF)=HomELKC(TE, F).
V. Eepaces localement K-convexes bornologiques et espaces bornologiques
K -convexes topologiques
D e fi nit ion 5. 1 . Un espace localement K -convexe E est dit bornolo-
gique si E = TBE (egalite topologique).
Un tel espace est tel que toute partie K-convexe absorbant tous les
ensembles bornes de E (c'est-a-dire bornivore) est un voisinage de O. Dono
c'est un espace bornologique au sens de VAN TIEL (definition 3.7. [10]).
Exemple: Si E est un espace localement K-convexe quelconque,
l'espace TBE est evidemmenf un espace localement K-convexe borno-
logique (cela vient du fait que TBT=T) qu'on nommera l'espace locale-
ment K-convexe bornologique associe a E.
'I'heorerne 5.1. (cf. theoreme 3.18 de VAN TIEL [10]). Soient E un
espace localement K -convexe bornologique et F un eepace localement K-
convexe quelconque. Alors toute application lineaire bornee u de E dans F
est continue.
Demonstration: En effet, soit
U E HomEBKC(BE, BF)=HomELKc(TBE, TBF).
Or TBE=E puisque E est bornologique. Dono u E HomELKC(E, TBF).
Mais l'application identique IF: TBF --+ F est continue. Dono u: E --+
--+ TBF --+ F est continue.
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D efi nit ion 5. 2 . Un espace bornologique K -convexe est dit topologique
loreque E = BTE (egalite bornologique).
Exemples: Pour tout espace bornologique K-convexe E, l'espace
BTE est un espace bornologique K-convexe topologique nomme espace
bornologique K-convexe topologique associe a E. Ceci vient du fait que
BTB=B. Signalons aussi que si E est un espace localement K-convexe,
l'espace BE est un espace bornologique K-convexe topologique et si F
est un espace bornologique K-convexe, alors I'espaee TE est un espace
localement K -convexe bornologique.
'I'h e or e.me 5.2. Soient E un espace bornologique K-convexe topolo-
gique et F un espace bornologique K-convexe quelconque. Alors toute appli-
cation lineaire u de F dans E telle que u: T F -»- T E soit continue, est bornee
(c'est la propriete duale du theoreme (6.1.)).
Demonstration: En effet, soit
U E HomELKC(TF, TE)=HomEBKC(BTF, BTE),
or E etant topologique, on a BTE=E. Dono u E HomEBKc(BTF, E).
D'autre part l'application identique IF: F -»-BTFest bornee, done
u: F -»- BTF -»- E est bornee.
'I'heorerne 5.3. (caracterisation des espaces bornologiques K-convexes
topologiques). Un espace E bornologiques K-convexe est topologique si et
seulement si pour tout espace bornologique K -convexe F on a la relation:
HomELKC(TF, TE) C HomEBKC(F, E).
Demonstration: Le fait que la condition soit necessaire decoule du
theoreme (5.2.).
Pour voir que la condition est suffisante, considerons l'espace E 1 =BTE
espace bornologique K-convexe topologique associe it E. On sait que
l'application identique IE: E -»- BTE est bornee, Mais les topologies
localement K-convexes TE et TBTE etant les memes, l'application
identique TBTE -»- TE est continue. Donc d'apres I'hypothese faite,
l'application identique BTE -»- E est bornee.
II s'ensuit alors que BTE et E sont bornologiquement isomorphes et
done E est topologique.
The 0 reme 5. 4 . (caracterisation des espaces localement K -convexes
bornologiques) (cf. [10] IV, § 5, e). Pour qu'un espace localement K-convexe
E soit bornologique, il laut et il 8uffit que pour tout espace localement K-
convexe F l'on ait:
HomEBKc(BE, BF) C HomELKc(E, F).
Demonstration: La condition est necessaire d'apres le theoreme
(5.1). Montrons que la condition est suffisante. Pour cela, soit E1=TBE
l'espace localement K-convexe bornologique associe it E. On sait que
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l'application identique IE: TBE _ E est continue. Considerons mainte-
nant les espaces bornologiques BE et BTBE. Ils sont identiques borno-
logiquement. Done l'application identique BE _ BTBE est borneo.
D'apres la condition supposee verifiee par E, eela entraine que IE: E -
_ TBE est continue. Done E et TBE sont topologiquement isomorphes
et par suite E cst un espace localement K-convexe bornologique.
Proposition 5.5. (proprietes de permanence). Une limite projective
bornologique, un sous-espace, un produit (au sens bornologique) d'espace~
bornologiques K-convexes topoloqiques est encore un espace bornologique
K -convexe topologique.
Demonstration: Soit E= lim (E IX , n lX(3 ) avec E IX bornologique K-
convexe topologique pour tout cx. Si Fest espace bornologique K-convexe
quelconque, soit u une application lineaire de F dans E teIle que u: T F -
_ T E soit continue. On va montrer alors que u: F _ E est bornee. Or
pour cela, il suffit de montrer que to utes les applications u lX = nIX 0 u: F - E IX
sont bornees (nIX etant l'application canonique de E dans E IX ). Or pour
tout cx l'application u lX : TF _ TEIX est continue, donc u lX est bornee de F
dans E IX car E IX est un espace bornologique K-convexe topologique.
On demontre de meme que tout sous-espace et tout produit d'espaces
bornologiques K-convexes topologiques cst topologique.
Proposition 5.6. Le quotient d'un espace localement K-convexe bot-
nologique, ainsi que toute limite inductive topologique d'espaces localement
K-convexes bornologiques est encore un espace bornologique.
Demonstration: Soit E~ lim (E IX , n{3lX) avec E IX loealement K-con-
-
vexe bornologique pour tout zx. Si F est un espace localement K-convexe
quelconque, soit u: E _ F une application lineaire telle que u: BE _ BF
soit borneo. On va montrer alors que u: E _ F est continue. Pour eela
il suffit de montrer que les applications u 0 nIX: E IX _ F sont continues.
Or u 0 nIX: BEIX - BF est bornee, done u 0 nIX: E IX _ F est continue, vu
que E IX est bornologique. Done E est un espace localement K-convexe
bornologique. On fait la meme demonstration pour un quotient ElM.
'I'h e o r e me 5.7. Tout espace localement K-convexe metrisable est bor-
nologique.
Demonstration: E etant metrisable, soit Vn une suite de voisinages
K-convexes formant un systeme fondamental de voisinages de 0 dans E.
S'il existe un espace localement K-convexe et une application lineaire
u: E _ F non continue telle que u: BE _ BF soit borneo, cela voudrait
dire qu'il existe dans F un voisinage V de 0 tel que u-1( V) ne soit pas
voisinage de 0 dans E, done u-1(V) ne contient aucun Vn ; c'est-a-dire
qu'il existe une suite de points X n f/:- Vn telle que u(xn) f/:- n V pour tout n.
Done Xn est une suite bornee, si on choisit le systeme fondamental denom-
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brable de voisinages (Vn)n tel que Vn+l C V n pour tout n, alors que u(xn )
n'est pas borneo. Ce qui est contradictoire a I'hypothese u borneo.
Corollaire 5.8. Une limite inductive topologique d'espaces localement
K -convexes metrisables est un espace bornologique.
'I'heor em e 5.9. (caracterisation des espaces bornologiques K-con-
vexes topologiques et des espaces localement K-convexes bornologiques).
1) Si E est un espace bornologique K -convexe, alors E est topologique si
et seulement si E est limite projective bornologique d'espaces semi-normes
non archimediens.
2) Si F est un espace localement K-convexe, alors Fest bornologique si
et seulemeni si F est limite inductive topologique d'espaces semi-normes
non archimediens.
Demonstration: Si (Et , nij) est un systeme projectif d'espaces semi-
normes non archimediens, la limite projective bornologique lim (Et , ntt)
+-
est un espaoe bornologique K-convexe topologique d'apres la proposition
(5.5) vu qu'un espace semi-norme n.a. en tant qu'espace bornologique est
topologique.
De meme, d'apres le corollaire (5.8) une limite inductive topologique
d'espaces semi-normes est un espace loealement K-convexe bornologique
car un espaoe semi-norme est evidemment metrisable.
Demontrons les reciproques.
Soit E un espace bornologique K-convexe topologique. Par definition
cela veut dire que E=BTE.
TE etant un espace localement K-convexe, d'apres l'etude de VAN TIEL
([10]) sa topologie est definie par une famille de semi-normes non arehime-
diennes et E peut done etre considere comme limite projective topologique
d'espaees aemi-normes n.a.: T E = lim E t .
+-
D'ou E=BTE=B (lim Et)= lim Et au sens bornologique.
Soit maintenant F un espaee localement K-convexe bornologique. Cela
veut dire par definition que F = TBF. Mais BF est alors un espace bor-
nologique K-convexe, dono peut etre oonsidere d'apres le theoreme fon-
damental 3.4 comme limite inductive d'espaces semi-normes n.a. Ft. Dono
BF= lim Ft (au sens bornologique). D'ou
-+
F = T BF = T (lim Ft ) = lim Ft au sens topologique.
Le theoreme (5.9) montre dono que la notion d'espace localement K-
convexe bornologique et celie d'espace bornologique K-convexe topolo-
gique sont duales l'une de l'autre. Ces deux notions coincident bien en-
tendu quand il s'agit d'espaces semi-normes.
De meme le theoreme fondamental de III qui montre que tout espace
bornologique K-convexe est limite inductive d'espaces semi-normes n.a,
et l'etude de Van Tiel preoitee a partir de laquelle on deduit que tout
7 Indagationes
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espace localement K-convexe est limite projective d'espaces semi-normes
non arohimediens montrent que les deux notions sont duales l'une de
l'autre. Ces deux notions coincident dans le cas d'un espace semi-norme
non arohimedien. Pour resumer la situation, on peut dire la chose suivante:
si E est un espace semi-norms, non arohimedien, si on considere la famille
des boules de centre 0, on peut considerer ces boules comme bornes et
dans ce cas on adopte le point de vue bornologique, ou bien on peut les
oonsiderer comme voisinages de 0 et dans ce cas on adopte le point de
vue topologique. Ensuite, on peut partir dans deux directions differentes:
si on considere les limites projectives d'espaces semi-normes n.a. en tant
qu'espaces topologiques, on aboutit a la notion d'espace topologique
localement K-convexe introduite par Monna-Van Tiel ou bien, si on con-
sidere des limites inductives d'espaces semi-normes n.a. en tant qu'espaces
bornologiques, on aboutit a la notion d'espace bornologique localement
K-convexe introduite ici. Cette dualite entre bornologie et topologie est
encore plus apparente dans ce qui suit.
VI. Dualite 1)
1. Dual d'un espace localement K-convexe
Etant donne un espace localement K-convexe separe E, soit E' son
dual topologique: E' = HomELKC(E, K). II n'existe pas de topologie unique
naturellement assoeiee a la topologie de E. Par contre, on va voir qu'il
existe une bornologie naturelle directement liee a la topologie de E.
En effet, on dira qu'une partie B' de E' est bornee si elle est contenue
dans le polaire d'un voisinage de 0 de E. Ainsi on definit une bornologie
f!lj' sur E' qui est K-convexe puisque Ie polaire A O d'une partie A de E
est toujours K-cQnvexe (theoreme 4.11 [10]).
'I'he o r e m e 6.1. Si K est un corps local, alors pour tout espace locale-
ment K-convexe E, le dual E' muni de la bornologie f!lj' est un espace bor-
nologique K-convexe complet.
Demonstration: En effet, d'apres Ie theoreme 4.11 7° [10] Ie polaire
d'un voisinage de 0 est une partie faiblement compacte done faiblement
complete et par suite completante,
2. Dual d'un espace bornologique K -convexe
Soit E un espace bornologique K-convexe tel que l'espace topologique
localement K-convexe TE soit separe et on dit alors que E est topologi-
quement separe (en abrege t-separe). On sait d'apres I'etude de V, que
HomEBKC(E, BF)=HomELKc(TE, F) pour tout couple d'espace bornolo-
gique E et topologique F. Done
HomEBKc(E, K)=HomELKC(TE, K)
1) K est suppose maximalement complet dans toute cette partie.
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c'est-a-dire le dual E = HomEBKc(E, K) de E, appele dual bornologique
coincide avec le dual topologiquc (TE), de TE. Si on a suppose que TE
est separe, c'est pour etre sur que E n'est pas reduit a. {O}.
Sur E on va definir une topologic localement K-convcxe naturel1e et
directcment attachee a. la bornologie de E: c'est la topologie de l~ con-
vergence uniforme sur les bornes de E. Ainsi E devient un espace locale-
ment K-convexc dont un systeme fondamental de voisinages de 0 est
forme des polaires des bornes de E.
On demontre, comme dans (6.1), le :
The 0 rem e 6. 2 . Si E est un espace bornologique K -convexe t-separe
alors le dual E muni de la topologie precedemment dlfinie est un espace
localemeni K-convexe separe complet.
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